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最小ポテンシャルエネルギの原理に基礎をおく近似解法1
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最小ポテンシャルエネルギの原理に基礎をおく近似解法2

全ポテンシャルエネルギ
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上式をより具体的にマトリックス形式で記述する．
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最小ポテンシャルエネルギの原理に基礎をおく近似解法3
全ポテンシャルエネルギΠ (a1，a2，...，an)の最小条件

上式をより具体的にマトリックス形式で記述する．
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上式をより一般化座標a1, a2, ..., anを求めれば，たわみを決定できる．

釣合問題
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最小ポテンシャルエネルギの原理に基礎をおく近似解法4

軸力P の曲がる時のポテンシャルエネルギは下式である（⑫最小P.E．の原理の例題参照）

上式をaiで偏微分すると次式となる．

( ) ( )
2

2

0 0
1

1 1
2 2

nl l
AxialP AxialP i i

i
V P v x dx V P a f x dx

=

 ′′= − = −  
 

⇒ ∑∫ ∫

( ) ( )
0

1
( 1,2, , )

nlAxialP
i i

i
i

i
aV P dx

a
if f xx n

=

∂  = −  ∂ 
′′ =


∑∫ 

1
1 1 2 1 3 1 10 0 0 0

1 2 2 2 3 2 22 0 0 0 0

1 3 2 3 30 0
3

...

...

...

AxialP

l l l l

n

AxialP l l l l

n

l l
AxialP

AxialP

n

V
a f f dx f f dx f f dx f f dx

V
f f dx f f dx f f dx f f dxa

PV f f dx f f dx f f
a

V
a

∂ 
 ∂ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ 
 ∂
  ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′∂ 
  = −∂ ′ ′ ′ ′ ′ 
 ∂
 
 
 ∂
  ∂ 

∫ ∫ ∫ ∫
∫ ∫ ∫ ∫
∫ ∫ 3 30 0

1 2 30

3

0

2

0

1

0

...

... ... ... ... ...
. .

..

.

.

l l

n

l l l l

n n n n

n

n

dx f f dx

f f dx f f dx f

a

f dx

a
a

a
f f dx

 
         ′ ′ ′        

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′  
 

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

固有値問題

6



最小ポテンシャルエネルギの原理に基礎をおく近似解法5
全ポテンシャルエネルギΠが下式となる時，

Πの最小条件は下式となる．
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最小ポテンシャルエネルギの原理に基礎をおく近似解法6
整理すると下式となる．
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最小ポテンシャルエネルギの原理に基礎をおく近似解法7

一般的には，この行列式=0満足する時の P を座屈荷重という．

この時，一般化座標a1，a2，...，anは求まらなく，その比だけが

求まる．これより，たわみ形の形状だけが求まるが，これを座

屈モードと呼ぶ．このように，座屈荷重と座屈モードを求める

問題を固有値問題と呼ぶ．

それに対して，一般化座標a1，a2，...，anが求まる問題は，釣合

問題と呼ばれる．

固有値問題

9



例題1
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これは⑬近似解法のスライド12と同じ式である．
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例題2 （つづく）
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釣合問題

x

l

w

EI

等分布荷重

11



例題2 （つづき，つづく）
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wl wlv x a f x a f x x x
EI l EI l

π π
π π
   

= + ≡ ⋅ + ⋅   
   

たわみは下式となる．

釣合問題

5
1 0.0041
3

=

x

l

w

EI

等分布荷重

12



例題2 （つづき）

( ) ( ) ( )
4 4

1 1 2 2 5 5 5

4 4 3sin sin
3

wl wlv x a f x a f x x x
EI l EI l

π π
π π
   

= + ≡ ⋅ + ⋅   
   

4 4 4

1 1 2 2 5 5 5

4 4 0.013017
2 2 2 3
l l l wl wl wlv a f a f

EI EI EIπ π
     = + = ⋅ − ⋅ =     
     

1 1 2 2 1 10.013017 0.0130712 2 20.99969, 1.0038
0.013021 0.013021

2 2

l l la f a f a f

l lv v

     +     
     = = = =
   
   
   正解 正解

材中央のたわみ

正解のたわみ (②構造力学の構造・例題3）

( )
4 34 4 452 0.013021

24 2 384
wl x x x l wl wlv x v

EI l l l EI EI
         = − + = ⋅ = ⋅        
        

⇒


4 4

1 1 5

4 0.013071
2
l wl wla f

EI EIπ
  = ⋅ = ⋅ 
 

正解との比較

釣合問題

13



例題3

x

l

w

EI

等分布荷重

釣合問題

4 2
2 2

10 0 0
sin cos sin

l l l
EI xdx P xdx a w xdx

l l l l l
π π π π π    − ⋅ = ⋅        

∫ ∫ ∫

( ) ( )

( ) ( )

1 1

2

1 1

1 sin

cos , sin ,

v x a a

f x x f x x
l l l l

f x x
l

π π

π

π π

= ≡

 ′ ′′= = − 
 

( )1 1 1 1 1 10 0 0

l l l
EI f f dx P f f dx a w f dx″ ″ ′ ′− ⋅ = ⋅∫ ∫ ∫

4 2

1
2

2 2
l l lEI P a w

l l
π π

π
    − ⋅ =        

4

1 5
4 wla

EIπ
= ⋅

4 4

5 5

2

2

1
1 4 1

1

4

1
e

a P
P

wl wl
P EI EI
EI

l

π π
π

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
−

=
−

=

オイラー荷重
2

2e
EIP

l
π

=

拡大係数
（増幅係数）

1

1
m

e

a P
P

=
−

PP

14



例題4 (つづく）

( )v l
( ) ( )0 0 0v v′= =

( )v x

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 3
1 2 1 2

2
1 2 1 2

1 2

2 , 3 , 2, 6

v x a a a a

f x x f x x f x f x x

f x f x x x= + ≡ +

′ ′ ′′ ′′= = = =

1 1 1 1 2 1 2 10 0 0 0 1

2
1 2 1 2 2 2 2 20 0 0 0

0
0

l l l l

l l l l

EI f f dx P f f dx EI f f dx P f f dx a
aEI f f dx P f f dx EI f f dx P f f dx

″ ″ ″ ″′ ′ ′ ′ − −      =    ″ ″ ″ ″′ ′ ′ ′    − − 

∫ ∫ ∫ ∫
∫ ∫ ∫ ∫

1 10 0

2
2 10 0

3
2 20 0

2 2 4 ,

6 2 6

6 6 12

l l

l l

l l

f f dx dx l

f f dx x dx l

f f dx x xdx l

″ ″ = ⋅ =

 ″ ″ = ⋅ =


″ ″ = ⋅ =


∫ ∫
∫ ∫
∫ ∫

固有値問題

3
1 10 0

2 4
2 10 0

2 2 5
2 20 0

42 2
3
33 2
2
93 3
5

l l

l l

l l

f f dx x xdx l

f f dx x xdx l

f f dx x x dx l

 ′ ′ = ⋅ =
 ′ ′ = ⋅ =

 ′ ′ = ⋅ =

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

3 2 4

2 4 3 5

4 34 6
3 2 0
3 96 12
2 5

EIl Pl EIl Pl

EIl Pl EIl Pl

− −
=

− −
座屈条件式

x

l

P
EI

15



固有値問題例題4 (つづき，つづく）

3 2 4

2 4 3 5

4 34 6
3 2 0
3 96 12
2 5

EIl Pl EIl Pl

EIl Pl EIl Pl

− −
=

− −

2
3 3 5 2 44 9 34 12 6 0

3 5 2
EIl Pl EIl Pl EIl Pl    − − − − =    

    

2 2

2.48652 8 31
3 32.181

0EI EIP
l l

 ±
= ⋅ = ⋅ 

 
2

2 22.
4

4674e
EI EIP
l l

π
= ⋅ = ⋅

2.4860 1.0075
2.4674e

P
P
= =

正解

正解との比較

座屈モード

( ) ( ) 1 cos
2

v x v l x
l
π = − 

 

偶関数：f(x)=f(-x)

x

l

P
EI

16



例題4 (つづき）
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1 2

1 2

1

3
1

4

2

2

2

2

2 4, , 2 1, 2

v x a a af a

f x x f x f x f x

f xx x

x

x

x

= + ≡ +

′ ′ ′′ ′′= = = =

1 1 1 1 2 1 2 10 0 0 0 1

2
1 2 1 2 2 2 2 20 0 0 0

0
0

l l l l

l l l l

EI f f dx P f f dx EI f f dx P f f dx a
aEI f f dx P f f dx EI f f dx P f f dx

″ ″ ″ ″′ ′ ′ ′ − −      =    ″ ″ ″ ″′ ′ ′ ′    − − 

∫ ∫ ∫ ∫
∫ ∫ ∫ ∫

1 10 0

2 10 0

2

2 3

2 2 5
20 0

2 2 4 ,

12 8

1

2

4412 12
5

l l

l l

l l

x l

f f dx dx l

f f dx dx

f f dx dxx x l

 ″ ″ = ⋅ =
 ″ ″ = ⋅ =


″ ″ = ⋅ =

∫ ∫
∫ ∫

∫ ∫

固有値問題

3
1 10 0

2 10 0

2 20 0

3 5

3 3 7

84
5
164 4
7

42 2
3

2

l l

l l

l l

f f dx x xdx l

f f dx xdx

f f d

x l

x dxx x l

 ′ ′ = ⋅ =
 ′ ′ = ⋅ =

 ′ ′ = ⋅ =

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

3 5

3 7

3

5 5

88
5

8 144 16
5

44
3

8
7

0

5

l l

l l l

EIl Pl EI P

EI P lI PE

− −
=

− −
座屈条件式

( )v l
( ) ( )0 0 0v v′= =

( )v x

x

l

P
EI

17



例題4 (つづき） 固有値問題

3 3 5

3 5 5 7

4 84 8
3 5 0
8 144 168
5 5 7

EIl Pl EIl Pl

EIl Pl EIl Pl

− −
=

− −
座屈条件式

正解

正解との比較

2

2 22.
4

4674e
EI EIP
l l

π
= ⋅ = ⋅

2
3 5 7 3 54 144 16 84 8 0

3 5 7 5
EIl Pl EIl Pl EIl Pl    − − − − =    

    

2 2
105 12 1712

8 7 735 45
2.46 8

1
8

.53
EI EIP
l l

   
= ± ⋅ = ⋅   

  

2.4688 1.00057
2.4674e

P
P
= =

x

l

P
EI

18



まとめ

1) Rayleigh-Ritz法（レイリー・リッツ法）の解説を行った．

2) 例題1：片持ち梁に集中荷重が作用する場合

3) 例題2：単純ばりに等分布荷重が作用する場合

4) 例題3：単純ばりに圧縮力と等分布荷重が作用する場合

5) 例題4：片持ち梁に圧縮力が作用するときの座屈荷重

19



次の解説について

⑮ 仮想仕事の原理とエネルギ原理のまとめ

を解説します．

20



質問・要望・意見

よりわかりやすく，役に立つ内容にし
たいと考えています．

質問，要望，意見などを，どうぞ宜し
くお願い致します．

質問等の送付先は，ホームページに示
しています．

2021年7月版



仮想仕事の原理とエネルギ原理 トラス，梁，骨組

鹿島出版会 2019年９月
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